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現代物理学 III 9. Einstein 方程式 II

1 Riemann テンソルの性質
Riemannテンソルの表式は次のとおりである。(レ

ジュメ「4.微分幾何学」の資料にある Riemann テ
ンソルの添字の並びと異なる定義のため、注意する
こと.)

Rµ
αβγ = ∂βΓµ

αγ − ∂γΓµ
αβ + Γµ

λβΓλ
αγ − Γµ

λγΓλ
αβ . (1)

このRimeann テンソルは次のような対称性を持つ。
Rµ

αβγ = −Rµ
αγβ , (2)

Rµ
αβγ + Rµ

βγα + Rµ
γαβ = 0 , (3)

(3)式は第一Bianchi恒等式という。さらに、Rµαβγ ≡
gµνRν

αβγ として、
Rµαβγ = −Rαµβγ . (4)

(4)については次のようにして証明できる。スカラー
量 S = gρσV ρW σに対し、次を計算するとゼロにな
る。1

(∇µ∇ν − ∇ν∇µ)S = 0 , (5)
∇µgρσ = 0であることを用いてこの式を整理すれ
ば、(4)を示すことができる。
添字をすべて下げた Riemannテンソルは、さら

に次の対称性を持つ。（証明は付録参照.）
Rµαβγ = Rβγµα . (6)

これは、ペア (µ, α)と (β, γ)の入れ替えに対する対
称性である。
したがって、Rµαβγ は

Rµαβγ = −Rαµβγ , (7)
Rµαβγ = −Rµαγβ , (8)
Rµαβγ = Rβγµα (9)

を満たす。
以上を用いると、次のようにして、Riemannテン

ソルの自由度は合計で 20であることを示すことが
できる。Riemannテンソルはペア交換対称性がある
ことから、実質的に 6 × 6の対称行列と同じ自由度
21があるように見える。これに対して、さらに、

Rµαβγ + Rµβγα + Rµγαβ = 0 (10)

があり、これが他の恒等式と独立なものであるために
は全ての添字が異なる必要があるため、4C4 = 1だけ
21から引けば全自由度となる。つまり、21−1 = 20
だけ Riemannテンソルには自由度がある。

1 スカラー量に対しては共変微分はただの偏微分になるこ
とに注意。

2 Bianchi恒等式
2.1 式 (3)の証明
局所慣性座標系を用いることで容易に示すことが

できる。ある点 pにおいて局所慣性座標系を取ると、
Γµ

αβ = 0 (11)

となるため、Riemannテンソルは
Rµ

αβγ = ∂βΓµ
αγ − ∂γΓµ

αβ (12)

と書ける。
したがって、
Rµ

αβγ + Rµ
βγα + Rµ

γαβ

= (∂βΓµ
αγ − ∂γΓµ

αβ) + (∂γΓµ
βα − ∂αΓµ

βγ)
+ (∂αΓµ

γβ − ∂βΓµ
γα).

(13)

ここで Levi-Civita接続の対称性
Γµ

αβ = Γµ
βα (14)

を用いると、各項は互いに打ち消し合う。したがっ
て、

Rµ
αβγ + Rµ

βγα + Rµ
γαβ = 0 (15)

が得られる。この式はテンソル方程式であるため、
任意の座標系で成り立つ。
2.2 Bianchi恒等式の導入と証明
以下、簡単のためRµ

αβγ;λ ≡ ∇λRµ
αβγとする。Rie-

mannテンソルの共変微分について、次の恒等式が
成り立つ。

Rµ
αβγ;λ + Rµ

αγλ;β + Rµ
αλβ;γ = 0 . (16)

これを第二 Bianchi恒等式という。
この恒等式は、添字 λ, β, γについて循環和を取っ

た形で書かれている。すなわち、
Rµ

α[βγ;λ] = 0 (17)

とも書ける。
証明のために、ある点 pにおいて局所慣性座標を

取る。この座標系では点 pにおいて
Γµ

αβ = 0 (18)

となる。したがって、点 pでは共変微分は通常の偏
微分に等しい。よって

Rµ
αβγ;λ = ∂λRµ

αβγ (19)



一般相対論

である。
また、点 pにおいて Riemannテンソルは

Rµ
αβγ = ∂βΓµ

αγ − ∂γΓµ
αβ (20)

と書ける。したがって、
Rµ

αβγ;λ = ∂λ∂βΓµ
αγ − ∂λ∂γΓµ

αβ , (21)
Rµ

αγλ;β = ∂β∂γΓµ
αλ − ∂β∂λΓµ

αγ , (22)
Rµ

αλβ;γ = ∂γ∂λΓµ
αβ − ∂γ∂βΓµ

αλ . (23)

これらを足し合わせると、
Rµ

αβγ;λ + Rµ
αγλ;β + Rµ

αλβ;γ

= ∂λ∂βΓµ
αγ − ∂λ∂γΓµ

αβ + ∂β∂γΓµ
αλ

− ∂β∂λΓµ
αγ + ∂γ∂λΓµ

αβ − ∂γ∂βΓµ
αλ

= 0 .

(24)

最後の等号では、偏微分が交換することを用いた。
したがって、点 pにおいて

Rµ
αβγ;λ + Rµ

αγλ;β + Rµ
αλβ;γ = 0 (25)

が成り立つ。
この式はテンソル方程式なので、ある座標系の一

点で成り立てば任意の座標系でも成り立つ。よって、
Rµ

αβγ;λ + Rµ
αγλ;β + Rµ

αλβ;γ = 0 (26)

が示された。

3 Einstein テンソルの発散
Bianchi恒等式

Rµ
αβγ;λ + Rµ

αγλ;β + Rµ
αλβ;γ = 0 (27)

から、Einsteinテンソルの発散が恒等的にゼロとな
ることを示そう。
まず、式 (27)において上付き添字 µと添字 β を

縮約すると、
Rβ

αβγ;λ + Rβ
αγλ;β + Rβ

αλβ;γ = 0 (28)

を得る。
ここで、

Rβ
αβγ = Rαγ , Rβ

αλβ = −Rαλ (29)

であることを用いると、
Rαγ;λ + Rβ

αγλ;β − Rαλ;γ = 0 (30)

となる。
次に、この式に計量 gαλ を掛けてさらに縮約す

る。計量の共変微分はゼロであるため、
gαλRαγ;λ = Rλ

γ;λ, (31)
gαλRαλ;γ = R;γ , (32)

となる。
また、Riemannテンソルの反対称性

Rµαβγ = −Rµαγβ (33)

より、
gαλRβ

αγλ;β = Rλ
γ;λ (34)

である。
したがって、式 (30)は

2Rλ
γ;λ − R;γ = 0 (35)

となる。すなわち、

Rλ
γ;λ = 1

2
R;γ (36)

を得る。これを次のように書き換えておこう。gγν

を両辺に作用させて、

Rµν
;µ = 1

2
R;ν . (37)

ここで、Einsteinテンソル

Gµν ≡ Rµν − 1
2

gµνR (38)

を導入すると、

Gµν
;µ = Rµν

;µ − 1
2

(gµνR);µ

= Rµν
;µ − 1

2
gµνR;µ

= Rµν
;µ − 1

2
R;ν

= 0, (39)

ここで、(37)を用いた。
したがって、

Gµν
;µ = 0 (40)

が示された。
この関係式のことも（元々は (16)式が出発点で

あるから）Bianchi恒等式という。すなわちエネル
ギー・運動量保存則とも一貫性があることがわかる。
したがって、Einstein方程式は、Bianchi恒等式を
満たす幾何学的テンソル量と物質のエネルギーや運
動量を表し、保存則を満たすエネルギー運動量テン
ソル

T µν
;µ = 0 (41)

が比例関係にあるという形で記述されることがわ
かる。� �

Einstein方程式（重力場の方程式）

Gµν = 8πG

c4 Tµν (42)� �
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4 非相対論的極限とPoisson方程式
Einstein方程式

Gµν = Rµν − 1
2

gµνR = 8πG

c4 Tµν (43)

が、非相対論的極限でNewton重力の Poisson方程
式を再現することを確認する。
まず、式 (43)の両辺を縮約する。

Gµ
µ = R − 1

2
gµ

µR = R − 2R = −R (44)

であるから、
−R = 8πG

c4 T, (45)

すなわち
R = −8πG

c4 T (46)

を得る。
非相対論的極限では、

T00 ≃ ρc2, Tij ≪ T00, (47)

であり、したがって
T = gµνTµν ≃ g00T00 ≃ −ρc2 (48)

となる。よって式 (46)より

R ≃ 8πG

c2 ρ (49)

が得られる。
次に、Einstein方程式の 00成分

R00 − 1
2

g00R = 8πG

c4 T00 (50)

を考える。
弱重力場では

g00 ≃ −1, (51)
と近似できるため、

R00 + 1
2

R ≃ 8πG

c2 ρ. (52)

さらに式 (49)を代入すると、

R00 ≃ 4πG

c2 ρ (53)

となる。
以下では、弱重力・静的近似を用いる。この時

gµν = ηµν + hµν , (54)

で、|hµν | ≪ 1であるため、以下ではhµνの一次まで
を考慮する近似を行う。このとき Ricciテンソルは

R00 = ∂αΓα
00 − ∂0Γα

0α + O(Γ2) ≃ ∂iΓi
00 (55)

となる。ここで、Christoffel記号の定義

Γi
00 = 1

2
giα (∂0gα0 + ∂0g0α − ∂αg00) (56)

を用いる。
ここで、静的近似では、

Γi
00 = −1

2
giα∂αg00 (57)

となる。
さらに、hの一次までを考慮する近似で

Γi
00 = −1

2
gij∂jg00 (58)

と書ける。
したがって、

R00 ≃ ∂iΓi
00 ≃ −1

2
∂i

(
gij∂jg00

)
. (59)

弱重力場では
gij ≃ δij (60)

と近似できるので、

∂iΓi
00 ≃ −1

2
δij∂i∂jg00 = −1

2
∇2g00. (61)

最後に、
g00 ≃ −

(
1 + 2ϕ

c2

)
(62)

を代入すると、

∂iΓi
00 ≃ 1

c2 ∇2ϕ (63)

を得る。
これを式 (53)と比較すると、

1
c2 ∇2ϕ = 4πG

c2 ρ (64)

より、
∇2ϕ = 4πGρ (65)

を得る。
これはNewton重力における Poisson方程式であ

る。したがって、Einstein方程式は弱重力・非相対
論的極限において Newton重力を正しく再現する。

5 付録: Riemannテンソルの添字ペア交
換対称性の証明
ここでは記法を簡単にするため、

Rabcd ≡ Rµαβγ (66)

のように書く。示したいのは
Rabcd = Rcdab (67)
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である。
式 (3)より

Rabcd + Racdb + Radbc = 0 (68)

である。したがって
Rabcd = −Racdb − Radbc (69)

となる。
一方で、Rcdabに対して式 (3)を用いると、

Rcdab + Rcabd + Rcbda = 0 (70)

であるから、
Rcdab = −Rcabd − Rcbda (71)

となる。ここで反対称性を用いると、
Rcabd = −Racbd = Racdb (72)

および
Rcbda = −Rbcda = Rbcad (73)

である。したがって
Rcdab = −Racdb − Rbcad (74)

を得る。
式 (69)と式 (74)を引き算すると、

Rabcd − Rcdab = −Radbc + Rbcad (75)

となる。
次に、Rbcadに式 (3)を用いる。

Rbcad + Rbadc + Rbdca = 0 (76)

より、
Rbcad = −Rbadc − Rbdca (77)

である。反対称性を用いると、
Rbadc = −Rabdc = Rabcd (78)

および
Rbdca = −Rbdac (79)

なので、
Rbcad = −Rabcd + Rbdac (80)

となる。
さらに、Rdabcに式 (3)を用いると、

Rdabc + Rdbca + Rdcab = 0 (81)

である。反対称性より
Rdabc = −Radbc, Rdbca = Rbdac, Rdcab = −Rcdab

(82)
なので、

−Radbc + Rbdac − Rcdab = 0 (83)

となる。したがって
Rbdac = Radbc + Rcdab (84)

である。
式 (84)を式 (80)に代入すると、

Rbcad = −Rabcd + Radbc + Rcdab (85)

となる。これを式 (75)に代入すると、
Rabcd − Rcdab = −Radbc + (−Rabcd + Radbc + Rcdab)

= −Rabcd + Rcdab

= − (Rabcd − Rcdab) . (86)

したがって
Rabcd − Rcdab = 0 (87)

であり、
Rabcd = Rcdab (88)

が示された。
元の添字に戻すと、

Rµαβγ = Rβγµα (89)

である。


